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Exercicio 13

O cédigo de Mathematica utilizado para resolver estes exercicios foi o apresentado de seguida.
Neste encontram-se as rotinas para integracao das equagoes de movimento das nove molas e para
efectuar a transformada de discreta de Fourier por forma a que se visualizem, correctamente,
as frequéncias de oscilagao do sistema. No final encontra-se a rotina que desenha o grafico das
frequéncias w em funcao do parametro n =0,...,9.

del=0.1;

n=4000;

k=(o que se quiser, esta varidvel é n do enunciado);
q1={N[Cos[2kPi/9]],N[Cos[2kPi/9]]};
q2={N[Cos [2kPi2/9]],N[Cos [2kPi2/9]1};
q3={N[Cos [2kPi3/9]],N[Cos [2kPi3/9]]};
q4={N[Cos [2kPi4/9]],N[Cos [2kPi4/9]]};
q5={N[Cos [2kPi5/9]],N[Cos [2kPi5/9]]1};
q6={N[Cos [2kPi6/9]] ,N[Cos [2kPi6/9]]1};
q7={N[Cos [2kPi7/9]] ,N[Cos [2kPi7/9]1]1};
q8={N[Cos [2kPi8/9]]1,N[Cos [2kPi8/9]]1};
q9={N[Cos [2kPi9/9]],N[Cos [2kPi9/9]]};

For[i=3,i<n+1,i++,{
ql=Append[ql,2q1[[i-1]](1-del"~2)-q1[[i-2]]+del~2(q9[[i-1]1]1+q2[[i-111)],
q2=Append[q2,2q2[[i-1]] (1-del"2)-q2[[i-2]]+del~2(q1[[i-1]]+q3[[i-1]11)],
q3=Append[q3,2q3[[1-1]] (1-del"2)-q3[[i-2]]+del"2(q2[[i-1]]+q4[[i-1]11)],
q4=Append[q4,2q4[[i-1]] (1-del"2)-q4[[i-2]1+del"2(q3[[i-1]1]1+q5[[i-1]11)],
q5=Append[q5,2q5[[1-11] (1-del1~2)-q5 [ [i-2]11+del~2(qa[[i-111+q6[[i-111)],
q6=Append [q6,2q6 [[1-11] (1-de1"2)-q6[[i-2]11+del"2(q5[[i-111+q7 [[i-111)1],
q7=Append[q7,2q7 [[1-1]] (1-del~2)-q7 [[i-2]1+del~2(q6[[i-1]1]+q8[[i-1]11)],
q8=Append[q8,2q8[[i-111(1-de1~2)-q8[[i-2]]1+del~2(q7 [[1-111+q9[[i-111)1,
q9=Append[q9,2q9[[1-1]] (1-del~2)-q9[[i-2]1+del~2(q8[[i-1]1]1+q1[[i-1]11)],
}

]

trajl=Table[{i del,q1[[i]]},{i,1,n}];

traj2=Table[{i del,q2[[i]]1},{i,1,n}];

traj3=Table[{i del,q3[[i]]1},{i,1,n}];

traj4=Table[{i del,q4[[i]]},{i,1,n}];

trajb=Table[{i del,q5[[1]1]},{i,1,n}];

traj6=Table[{i del,q6[[11]1},{i,1,n}];

traj7=Table[{i del,q7[[i]]},{i,1,n}];

traj8=Table[{i del,q8[[i]]1},{i,1,n}];



traj9=Table[{i del,q9[[1]1]1},{i,1,n}];

ListPlot[trajl, PlotRange->Al1];
ListPlot[traj2, PlotRange->A11];
ListPlot[traj3, PlotRange->All];
ListPlot[traj4, PlotRange->All];
ListPlot[traj5, PlotRange->All];
ListPlot[traj6, PlotRange->All];
ListPlot[traj7, PlotRange->All];
ListPlot[traj8, PlotRange->All];
ListPlot[traj9, PlotRange->Al1];

intensidade=Abs [Fourier[q1]]"2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j]113},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}];
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{
If[listal[i]]11[[2]]>1istal[i-1]11[[2]],
If[listal[i11[[2]1]>1istal[i+1]11[[2]1],
frequencia=Append[frequencia,listal[[i]][[1]],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,1l]

intensidade=Abs [Fourier[q2]]~2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j]1]1},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}];
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{
If[listal[i]]1][[2]]1>1istal[i-11]1([2]1],
If[listal[[i]J][[2]]>1istal[i+1]][[2]],
frequencia=Append[frequencia,listal[[i]][[1]],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,1]

intensidade=Abs[Fourier[q3]]~2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j1]1},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}];
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{
If[listal[il1][[2]]>1istal[i-1]1][[2]],
If[1istal[i]]1[[2]]>1istal[[i+1]1][[2]],
frequencia=Append[frequencia,listal[[i]][[1]],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,1]

intensidade=Abs[Fourier[q4]]~2;

lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j113},{j,1,n}];

ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}];

frequencia={999};

For[i=2, i<n/2,i++,{
If[listal[il11[[2]]1>1istal[i-1]11[[2]],



If[listal[1]11[[2]1]>1istal[i+1]1]1[[2]],
frequencia=Append[frequencia,listal[[i]][[1]],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,1]

intensidade=Abs [Fourier[q5]]"2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j]113},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}];
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{
If[listal[i]]1][[2]]>1istal[i-1]1]1([2]],
If[listal[[i]][[2]]>1istal[i+1]1][[2]],
frequencia=Append[frequencia,listal[[i]]1[[11],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,l]

intensidade=Abs [Fourier[q6]]"2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j]1]1},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}];
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{
If[listal[i111[[2]1]1>1istal[i-111[[2]1],
If[listal[i]]1[[2]]>1istal[i+1]11[[2]1],
frequencia=Append[frequencia,listal[[i]][[1]],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,1]

intensidade=Abs [Fourier[q7]]"2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j1]1},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}1;
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{
If[1istal[i]1]1[[2]]1>1istal[i-1]1]1[[2]],
If[listal[[i]][[2]]>1istal[i+1]1]1[[2]],
frequencia=Append[frequencia,listal[[i]][[1]],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,1]

intensidade=Abs[Fourier[q8]]~2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j]1]1},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}];
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{
If[listal[i]11][[2]]>1istal[i-1]][([2]],
If[listal[i]1][[2]]>1listal[i+1]][[2]],
frequencia=Append[frequencia,listal[i]]1[[1]1],699],0]
}
]

frequencia=Delete[frequencia,1]



intensidade=Abs [Fourier[q9]]~2;
lista=Table[{N[1/400]*j,intensidade[[j113},{j,1,n}];
ListPlot[lista, PlotRange->{{0,0.5},{0,50}}1;
frequencia={999};
For[i=2, i<n/2,i++,{

If[listal[i]11][[2]]1>1istal[i-1]]1[([2]],

If [listal[i]][[2]]>1istal[i+1]1][[2]],
frequencia=Append[frequencia,listal[i]][[11],699],0]

}
]
frequencia=Delete[frequencia,1]
<<Graphics ‘MultipleListPlot®
freqs={0,0.1125,0.2075, 0.2775, 0.3175, 0.3175, 0.2775, 0.2075, 0.1125, 0};
MultipleListPLot [freqs, PlotRange->{{0,103},{0,0.32}},SymbolShape->PlotSymbol [Box]];

a)

O sistema de equagdes que rege este sistema é:

Miy = k(xe —x1) + k(g — 1)
Miy = k(zg —x2) + k(z1 — 22)
Mis = k(xzg — x3) + k(xo — x3)
Miy = k(x5 — x4) + k(a3 — 24)
Mis = k(xe — x5) + k(xg — x5)
Mig = k(xz7 — xg) + k(x5 — x6)
Mi7 = k(zs — x7) + k(6 — 7)
Mig = k(zg — x5) + k(x7 — x5)
Mig = k(z1 — x9) + k(zg — T9)

Desta forma o algoritmo de Verlet, para a integracdo numérica deste sistema de equagoes difer-
enciais acopladas é:

CCZ(t -+ AT) = 2%2(1 — ATQ) — ml(t — AT) + A’T2((Ei,1 + (Ei+1)

Ondei=1,...,9equando ¢ =1, entao i — 1 =9 e quando i = 9, entao 7 + 1 = 1, uma vez que
estas duas massas estao ligadas uma a outra pela haste e molas.

Os deslocamentos da terceira massa em funcao do tempo, para os diversos valores de n sao apre-
sentados nas figuras 1.

As frequéncias de vibracao sio:
0, 0.1125, 0.2075, 0.2775, 0.3175, 0.3175, 0.2775, 0.2075, 0.1125, 0

Isto nas unidades naturais do sistema. Para se obter em Hz, ha que multiplicar por ﬁ

b)

O gréfico de w(n) é apresentado na figura 2. De notar que o que é apresentado ndo é w(n) mas
sim w(n + 1).
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Figura 1: Deslocamento da terceira mola em funcao do tempo.



(a) n=3 (b) n=12

Figura 3: Deslocamentos em fungao do tempo, da massa 3 sem haste.

c)

O sistema de equagoes diferenciais acopladas para este sistema é idéntico ao anterior com a ex-
cepgao para a massa 1 e para a massa 9. Estas ficam:

Mifl = k(aﬁg — 371)
Mfﬁg = k‘((Eg — SUg)

Os gréficos dos deslocamentos, em fungao do tempo, da terceira massa sao apresentados na
figura 3.

Exercicio 14

a)

Para deslocamentos do tipo u, = Acos (wt — gna) as energias potencial e cinética sdo dadas por:
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b)
O valor médio da energia por atomo, média temporal, é dada por:
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Logo a energia total média é:
N N
<Efgi> = o kAT + - mA%?
O valor desta energia média, por dtomo é dada por:
<E1]t“\(;ot%l> Loaz g i A2

Facilmente se verifica que os dois termos da direita na igualdade sdo idénticos, pelo que:

< Etotal> 1
TOT P mA2w2
N 2



