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Exercicio 19

a)

A velocidade do som é dada por:
dw

Usom - @ k—0
Assim, as velocidades transversal e longitudinal sdo dadas pelos declives das tangentes na origem.
Obtém-se entdo os seguintes resultados:
Af
A(q/qmax)
Af
(4/qmax)

Longitudinal — ~ 9THz

Transversal — A ~ 5THz

Atendendo a que:
s
Gmax = \/gg

obtém-se os seguintes resultados para as velocidades:

Longitudinal — vy, ~ 5.9 x 10> ms™!

Transversal — vp ~ 3.3 x 103 ms™!

b)

Uma vez que existem trés ramos 6pticos e trés acisticos (dois transversais para cada um dos
modos), visto que existem 3p ramos quando existem p dtomos por célula primitiva logo tém de
existir 2 dtomos por célula primitiva.

)

O modelo simples mais apropriado é aproximar os modos épticos por um modelo de Einstein e os
modos acusticos por um modelo de Debye.

Serao apresentados os modelos de Debye e de Einstein.



Debye

Neste modelo a velocidade do som é considerada constante para cada tipo de polarizacao. A
rela ¢ao de dispersao é escrita como:

w = vk

A densidade de estados é, como se sabe:

dN

dw
VK?dK

272 dw
Vw?

27293

D(w) =

se existirem N células primitivas na amostra, o nimero total de modos actsticos de fondes é N.

Uma frequéncia de cutoff (wp) é definida como sendo:
v (L) 4nK?
-\ 27 3

3N
w3D = 62 LV

No modelo de Debye nao sao permitidos modos do vector de onda superiores a Kp:

1
2 3
KD:“)D:<67” )

O que dé& origem a :

Vv

A energia térmica é dada por:

U= /de(w) < n(w) > hw
B /“D NACAWLE
B 0 2m203 ) o 1

Assume-se que a velocidade dos fonoes é independente da polarizacdo, pelo que se multiplica pelo

para cada tipo de polarizacao.

factor 3:
3Vh [“P w3
U=—— dw——F—
3VEkLTY [*P 3
s [
2m2v3h3 J, e® —1
onde:
fw hw
r=—=——
T kiBT
consequentemente:
o = wp _ 0
b= =T

O que define a temperatura de Debye 6 em termos de wp:

g Iw (6m°N\
ks \V




Pelo que a energia total dos fonoes é:

3 Tp 3
U = 9NkgT (T) / dz—~
0 0 er — 1

Logo a capacidade calorifica, sendo Cy = (g—g)v fica:

2 wp 4, b
Cy 3Vh / dw( we
0 nw

- 2m203kgT?

O que nao é mais que:

T\? [op xte”
Cy =9Nkp | = / de——
Y N <9> 0 (er —1)°

De notar que para T > 0 a capacidade calorifica tende para o valor classico de 3N Kpg.

Einstein

Neste modelo consideram-se N osciladores com a mesma frequéncia wg e a uma dimensdo. A
densidade de estados de Einstein é:

D(w) = Né(w — wp)
A energia térmica do sistema é:

Nhw
U=N<n>hw=———-
er —1
onde se escreveu w ao invés de wg para simplificar a notagdo. Assim, Cy fica:

2 hw
Cv = Nkg (T") S
)

A trés dimensoes surge apenas um factor 3:
hw' 2 k2
Cy = 3Nkg < ) T
(e

T

O que fica:

hwp\ 2 -
Cy = 3Nk ( E) <
T L
(e
onde wg é a frequéncia de Einstein.

Cv
Para os modos 6pticos usa-se frequéncias angulares aproximadas de 2w x 8.6 THz e 27 x 8.2 THz.

Para os modos acusticos usa-se as velocidades do som calculadas anteriormente.

gp ¢ dado por:

672
chelula
~ 1.09 x 10" m

4dp =

2



Para o modelo de Einstein (mode éptico) teremos:

hwp,  1.05 x 10734 x 27 x 8.2 x 1012

T = ~ ~ °k
Bz kg 1.38 x 10-23 399
hwg 1.05 x 10734 x 27 x 8.6 x 102
Tg. = L~ ~ 413°k
Er kg 1.38 x 10-23 3

Para o modelo de Debye (modo actstico) teremos:

hgpvr  1.05 x 1073% x 1.09 x 10'° x 5.9 x 103

oo ==, 138 x 102 = A9k
hgpvr _ 1.05 x 10734 x 1.09 x 10'° x 3.3 x 103 N o
Opr = = — = 1.38 x 1023 = 2157k

Na figura 1 sao apresentados os graficos dos C,,, total e para os diversos modos.
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Figura 1: C, total e para os diversos modos.

Exercicio 20

Em anexo

Exercicio 21

a)
A solugao da equagao de Schrodinger para particulas livres, a duas dimensoes, é:
W(z,y) = AtET | pe—iKE
As condigoes de fronteira de barreira infinita, ¢ (0,y) = 0 e ¥(z,0) = 0, simplificam esta solucao

a:
Y(x,y) = Csin(K - 7)



O que, fazendo a expansao trigonométrica nao é mais que:
Y(z,y) = C[cos(Kyz) sin(Kyy) + sin(K,x) cos(K,y)]

Novamente, agora aplicando as condi¢oes fronteira ¥(L,,y) = 0 e ¥(x, L,) = 0 obtém-se:

nmw nmh

K, = = Pp = ——
L,  P==

mm mmh

K,=— =p,=—
Y Ly by L,

Combinando estas duas equagoes obtém-se que a energia do sistema é:

B 2h? <n2 N m2>
- T2 2
2m \L; Lj
Como o vector de onda de Fermi é o vector de onda correspondente a particula com a energia
maior a temperatura de 0°K e como existem N particulas, teremos:

Nm
Kr = L2 + 12
F LmLy‘/ T Ly

N272hp?

_ 2 2
Ep = mIAL2 (L7 + L) (1)
b)
Da equagao 1 obtém-se que:
L,L,
N=———7"2>—+V2mF
mhy/L2 + L3
Notando ainda que a densidade de estados é:
dN
D(F) = — 2
(B) = 55 @)

IVem  LL, 1 -
2 bt [12 412 VE
z T Ly

A energia do sistema (U) em func¢ao da temperatura (T') é dada por:
U= / deeD(e) f(€)
0
Onde

é a distribuicao de Fermi-Dirac.

O potencial quimico é dado pela equacao:
N = / de D(€) f(€)
0

Resolvendo este sistema de equagoes tem-se o problema resolvido, o que é complicado.



