Mecanica Quantica II

2002



Conteudo

Contetdo 1
1 Simetrias e Leis de Conservagao 3
1.1 Revisao de Mecanica Classica . . . . . . . ... ... . . 3
1.2 Revisao de Propriedades das Matrizes . . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 4
1.2.1 Hermiticas ou Hermiteanas . . . . . . . . .. ... .. ... ... ...... 4

1.2.2  Matrizes Unitarias . . . . . . . . . . . 6

1.2.3 Propriedades Gerais . . . . . . . . ... L 8

1.3 Simetrias no Hamiltoniano . . . . . . . . . .. .. ... 9
1.3.1 Translagoes, Operador de Translacdo . . . . . . . . . .. .. .. ... .... 9

1.3.2 Rotagoes, Operador de Rotagao . . . . . . . . . .. ... ... ... ..... 13

1.3.3 Introduca@o a Teoria de Grupos . . . . . . . . .. . ... o 17



CONTEUDO




Capitulo 1

Simetrias e Leis de Conservacao

Schiff: c¢.7; Merzbacher: c. 16

1.1 Revisao de Mecanica Classica

Da Mecanica Analitica sabe-se que as equagoes de movimento podem ser obtidas das equagoes de
Lagrange:

d 0L 0L

— = =0 i =1,2,3,...,
atog o "

Onde:

- L =T -V é o Lagrangeano do sistema, como usualmente;

q; ¢ a coordenada generalizada i do sistema;

- ¢; € a derivada em ordem ao tempo da coordenada generalizada g;

- pi = %’ convém relembrar que é o momento canénico ou momento conjugado. Note-se que
se g; nao for uma coordenada generalizada, p; nao tera necessariamente as dimensoes de um
momento linear. Mais, se existir um potencial dependente da velocidade, entao mesmo com
uma coordenada Cartesiana g; o momento generalizado associado nao sera idéntico ao usual
momento mecanico

Se o Lagrangeano de um sistema nao contiver uma dada coordenada ¢; ( podendo, no
entanto, conter a velocidade corresponde ¢; ), entdo a coordenada diz-se ciclica ou ignordvel. A
equagao de movimento de Lagrange reduz-se, para uma coordenada ciclica, a:

doL

atog "

ou
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dq;
dt

0 que significa que

p; = constante.

Pode-se, entao, afirmar, como um teorema geral de conservacao, que o momento conjugado
generalizado de uma coordenada ciclica é conservado

Os teoremas de conservacao do momento podem ser facilmente transferidos para a for-
mulagao Hamiltoniana, trocando apenas L por H.

Convém relembrar as equacoes candnicas de Hamilton:

)
qifaplj
)
5=~

A fisica do sistema esta contida no Hamiltoniano, tudo o mais é dedugdo matemaética. Ea
fisica do sistema que determina quais as coordenadas que explicitamente entram no Hamiltoniano.
Se o sistema é simétrico sob determinadas transformagoes, essa simetria deve aparecer expressa
no Hamiltoniano. Por exemplo: uma translacao do sistema no espago nao pode alterar a situacao
fisica porque é equivalente a mudanca de origem do sistema de coordenadas, enquanto o sistema
permanece onde estd. A afirmacdo de que essa mudanga de origem nao afecta a situacao fisica
assenta no facto de que o espago é homogéneo. De acordo com estas consideragoes as coordenadas do
centro de massa do sistema nao podem aparecer explicitamente no Hamiltoniano, logo o momento
total conserva-se. Analogamente, se um sistema livre é simétrico em relagao a um determinado
eixo, com certeza que uma rotagao em torno desse eixo nao alterara a situacao fisica, logo admite-
se que o espago é isotropico, isto é, nao tem direcgoes privilegiadas. O Hamiltoniano nao seré,
neste caso, uma funcao explicita do angulo de rotacao em torno desse eixo, consequentemente o
momento conjugado, conservar-se-a. A lei de conservacdo do momento é uma consequéncia da
homogeneidade do espaco. Por analogia pode dizer-se que a lei de conservagao da energia é a
expressao da homogeneidade fundamental na evolugao do sistema ao longo do tempo.

1.2 Revisao de Propriedades das Matrizes

1.2.1 Hermiticas ou Hermiteanas

Diz-se das matrizes que sao iguais a sua adjunta:
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Os operadores que s@o observaveis sao representados por matrizes hermiticas.
Estas matrizes apresentam as seguintes propriedades:

1. Os valores proprios de um operador Hermitico sao reais.
Seja |u;) um ket préprio préprio de A com valor préprio a;, isso quer dizer que:

Alui) = ailu;)

Tomando o produto escalar com |u;):
(ul Alus) = ai{uslu;)
Mas (u;|Alu;) é um nimero real porque:
(il Alus) = (ui ATfui)*
logo como A = Af, fica:
ai(uilug) = a; (uqlu;)

isto implica que:

a; = a;

Que é o mesmo que dizer que os a; sao reais. O que é muito bom visto que os valores
préprios dos operadores sao os possiveis valores que se medem de uma grandeza associada a
esse operador. Medem-se grandezas reais, ja que os observéaveis sao operadores Hermiticos.

2. Dois vectores préprios de um operador Hermitico, correspondentes a valores proprios dife-
rentes sao ortogonais
Considerem-se dois kets proprios |u;) e |u;) de A, Hermitico:

Alui) = aifu;)
Alug) = ajlug)

Uma vez que A é Hermitico, pode-se escrever:
(uj|A = a;(u;]
O que faz com que:

(ujlAlui) = a;{ujlug)
(uj|Alus) = aj{uslus)
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Subtraindo uma da outra, verifica-se que:

0= (a; — a;){u;|ui)

Consequentemente, se (a; — a;) # 0, |u;) e |u;) sdo ortogonais.

1.2.2 Matrizes Unitarias

Diz-se das matrizes cuja inversa U~! é igual & sua adjunta U:

vt =uvut =1

Considerem-se dois kets arbitrarios ket e ket e as suas transformacoes |¢~1> e |1p~2> sob
a accao de U:

Ulr) = |4n)
U|¢2> = |¢2>

Calcule-se o produto escalar (¢ |1)2); obtém-se:

(W1]2) = (1|UTU o) = (1]eba)

A transformacfo unitdria associada ao operador U conserva o produto escalar (e, conse-
quentemente, a norma).

1. Se A é um operador Hermitico, entdao o operador T = e*4 é Unitdrio, uma vez que:

TT:e 1A —e iA

E portanto:

TIT = e *ed =1
TT' = ete™™ = 1

(obviamente, —iA comuta com iA.

2. O produtos de dois operadores unitarios é igualmente unitdrio. Se U e V sao unitarios
tem-se:

UMHUV)=viUtuv =viv =1
VOHVU)=UtVIVU =UTU =1

3. No espago tridimensional ordinario dos vectores reais, ja se esta familiarizado com operadores
que conservam a norma e o produto escalar: rotacoes, operacgoes de simetria com respeito
a um ponto, a um plano, etc.. Neste caso, onde o espago é real, estes operadores dizem-
se ortogonais. Operadores unitarios constituem a generaliza¢do de operadores ortogonais a
espagos complexos (com um nimero arbitrario de dimensdes).
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Operadores Unitdrios e Mudangas de Base (transformacao de kets)

E mediante a aplicagdo de uma transformagao unitdria que se escrevem os vectores (kets) em bases
diferentes. Se U representar uma mudanga de base tem-se:

) — |¥) = Ulp)

1) representars |1)) na nova base.

Operadores Unitarios e Mudangas de Base (transformacao de operadores)

Um operador A é escrito numa base diferente (a mudanga de base dos kets é representada pelo
operador U ) da seguinte forma:

A— A=UAUT
Vamos ver se se conserva a Hermiticidade:

A=At
At = (UAUN = v AU = U AUT

Logo a Hermiticidade é conservada.

Operadores Unitarios Infinitésimais

Seja U(e) um operador unitdrio que depende de uma quantidade real € infinitamente pequena; por
hipétese U(e) — 1 quando € — 0. Expandindo U(e) em série de poténcias em e:

UeE)=1+eG+...

Tem-se entao:
Ul(e) =1+eG" +...

U UT(e) =14 e(G+GT) ...

Uma vez que U(e) é unitério, os termos de primeira ordem em € sao zero; logo tem-se:

G+G =0
Esta relacao exprime o facto de GG ser anti-Hermitico. E conveniente fazer-se:
F=iG

de forma a obter-se a equacao:
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F-Fl=0

que diz que F' é Hermitico. Um operador unitario infinitesimal pode, portanto, ser escrito
na forma:

U(e) =1 —ieF

onde F' é um operador Hermitico.

1.2.3 Propriedades Gerais

1. Se dois observaveis A e B comutam, pode-se construir uma base ortogonal com vectores

préprios comuns a A e B.
Se todos os valores préprios de A e B forem nao-degenerados entao os dois operadores téem

0s mesmos vectores proprios:

Alp)y =AlY);  [A,B]=0

= A(B[y)) = BA[Y) = M(Bl))

= BJy) é ket préprio de A com valor préprio A
= ¢ proporcional a [¢))

*. é ket proprio de B

Isto significa que se pode, no caso dos valores préprios de A serem degenerados, distinguir
vectores préprios de A que apresentam igual valor préprio. Para tal utilizam-se os valores
préprios de B 1.

No caso da equagao de Schrodinger a 3 dimensoes, com um potencial central tem-se:

P2
H=—+V(R
Onde:
Lmzf% singa%JrcotHcosgo%)
_ _h e : )
P:%V N L,=-% —Cosgo@—i—cotesmcpﬁ)
L=RxP [, = ho
z i Op
2 2(_1 0 (sinpl 1 0?
L =—h (sina@% (Smg%) + sin293itp2>
O que faz com que:
P? =P} + P + P?
— kg (8 L

Procuremos operadores que comutam:

— L? comuta com R; &; P?; H

1vide Cohen-Tannoudji, Quantum Mechanics - Volume I,pg. 139-144
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(a) ¥ (b) ¢’

Figura 1.1: Exemplo de uma translacao a uma dimensao

— L, L, e L, nao comutam

— L, comuta com L?, P? e H

Concluimos que existem trés operadores que comutam entre si: L2, L, e H.

Neste caso, verifica-se que se pode, com estes trés operadores, obter uma base para o espago
em analise.

1.3 Simetrias no Hamiltoniano

Temos uma simetria em Mecanica Quantica quando o Hamiltoniano é invariante para uma trans-
formagao unitaria, ou seja:

H— H=UHU'=H

< UH =HU
< [H,U]=0
O Hamiltoniano (H), comuta com U.
Na mecanica classica ter-se-ia:
{H,U} =0

Vamos entao estudar transformacoes que deixem invariante o Hamiltoniano.

1.3.1 Translagoes, Operador de Translagao
Existéncia e definicao do Operador de Translagao
Num dado instante, o estado quantico de uma particula é caracterizado, no espacgo de estados &,

pelo ket |1) com o qual estd associada a funcdo de onda (na representagao {|r)} ) ¥ (r) = (r[y)).
Realize-se uma translacao .7 neste sistema que associa ao ponto rq(zg, yo, z0) do espago, ao ponto

ro (20, Yo, #0) tal que:

r, = Jry
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Seja |¢') o vector de estado do sistema depois da translagao, e 9'(r) = (r[¢)’), a funcéo de
onda correspondente. E natural assumir que o valor da fungdo de onda %(r) no ponto ry seja,
depois da translagéo, o valor da func¢éo de onda ’(r) no ponto r{, dado por:

' (xg) = 1 (ro)
ou seja:
V' (rp) = (T 'rp)
Uma vez que esta equagao ¢ vélida para qualquer ponto r{, do espago, pode-se escrever:

V() =o(77N) (1.1)

Por definicao, o operador T no espago de estado &; associado a translacdo espacial J em
andlise é o que actua no estado |¢)) antes da translacao, para se obter o estado [¢)') depois da
translacao .7

¢ = T 1Y)

T é chamado de "operador de translagao”. A relagdo (1.1) caracteriza a sua acgdo na
representacao {|r)}:

(x|T[¢) = (7 "xly) (1.2)

onde |7 ~'r) é o ket de base desta representacio, determinada pelas componentes do vector

T 1r

Propriedades dos Operadores T

T é um operador linear

Se:

[¥) = Ai]1) + Aalaba)

O que leva a que:

(r|T|) =M (T'elgn) + Ao (T " 'rlepa)
= M ([T [1) + Ao (r|T'|2p2)

Uma vez que esta relacdo é verdadeira para qualquer ket da base {|r)}, deduz-se que T é
um operador linear:

TY) = TAi|v1) + Xa|w2)] = MT|1) + AT |4p2)
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T ¢ unitdrio

Na equagao (1.2), o ket |t)) pode ser arbitrario. A ac¢do do operador T no bra (r| é, portanto,
dada por:

(r|T = (7 'r|
Tomando o conjugado Hermitico da expressao acima, obtém-se:

TTr) = |7 'r)
Sabe-se também que:

Tr)=|Jr)
Destas duas relagoes acima retira-se que:
TT ) =T|7 'r) = |77 r) = |r)

Donde se conclui que:

TT' =TT =1

O operador T é, portanto, unitario.

Expressao dos Operadores de Translacao em termos de Observaveis de Momento
Linear

Operadores de Translagdo Infinitésimais

Considere-se primeiro uma translagao ao longo do eixo Oz, e, (de). So o aplicarmos a uma
particula cuja estado é descrito pela funcdo de onda ¥(r), sabe-se de (1.1) que a fungio de onda
¥’ (r associada ao estado da particula depois da translacao satisfaz:

V' (x) = [T, (de) 1] (1.3)
Mas se (z, y, z) forem as componentes de r, as de .7, (de) r podem ser facilmente calculadas:
x — de
T de) r = T, (de) r = (r — deey,) Y

€z
z

A equagao (1.3) pode, entdo, ser escrita na forma:

'IZ}I(ZL',y, Z) = ¢($ - dE,y, Z)
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o que conduz, em primeira ordem em de:

wl(xvyaz) = 1?(%9&’) —de (i) w(x7y7z)

Dentro dos paréntesis reconhece-se, a menos de um factor de ?, a expressao na representagao
{|r)} do operador P,. Obtém-se entdo o resultado:

o) = ') = ] (1= faep, ) o)

Agora, por defini¢do do operador Te, (de) associado & translagdo Je, (de)

[¥') = Te, (de)|)

Logo, uma vez que o estado original [¢) é arbitrério, encontra-se, finalmente, que:

T, (de) =1— %del—"m

O argumento precedente pode ser facilmente generalizado a uma translagao infinitesimal na
direcgao de um vector unitario qualquer u. Tem-se entao, em geral:

Tu(de)=1— %deP ‘u

Operadores de Translagao Finitos

Agora, considere-se uma translagdo g, (€) de um comprimento arbitrario e na direc¢ao do
eixo Ozx. Sabe-se que:

T x

Te, (e 4 de) = To, (€) T, (de)

onde os operadores da direita comutam. Mas a expressdo de g, (€) jd foi determinada.
Logo, tem-se:

e, (€ + de)
(e

= To,(€) (1 — £dePy)
& o, (e+de) — T,

(
) = —%de%r (e)Py

Dividindo por de dos dois lados e fazendo limge_, ., obtém-se:

lim e, (e +de) — T, (€)

de—o0 de

o que é, simplesmente:

L Te(€) = == To ()P,
de
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(a) ¥ (b) ¢’

Figura 1.2: Exemplo de uma rotagao a duas dimensoes

o0 que nado é mais que uma ODE; cuja solucéo é dada por (uma vez que P, nido depende de

To, (€) = e~ HP=

Tal como acima foi feito, pode-se generalizar o resultado obtido:

yu(e) _ e—e%P-u

A 7constante de integragao”é igual a 1, dado que se sabe que:

7, (0) = 1

Diz-se, entao, que o gerador é o operador P

1.3.2 Rotagoes, Operador de Rotacao
Existéncia e definicao do Operador de Rotacao
Num dado instante, o estado quantico de uma particula é caracterizado, no espacgo de estados &,

pelo ket ) com o qual estd associada a funcao de onda (na representagao {|r)} ) ¥(r) = (r|v)).
Realize-se uma rotagdo Z# neste sistema que associa ao ponto ro(xo,yo,20) do espago, ao ponto

/ / / / .
ro (20, Y0, 20) tal que:
r, = Zr

Seja [1)") o vector de estado do sistema depois da rotagao e ¢’ (r) = (r|¢)'), a funcdo de onda
correspondente. E natural assumir que o valor da funcao de onda ¥ (r) no ponto ry seja, depois da
rotagao, o valor da fungdo de onda v’ (r) no ponto r{, dado por:

W' (rg) = (ro)
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ou seja:
P (rg) = Y(Z~'rp)
Uma vez que esta equagio é vélida para qualquer ponto r( do espaco, pode-se escrever:

W () = (%) (1.4)

Por definicao, o operador R no espago de estado &, associado a rotacao espacial Z em analise
é o que actua no estado |¢) antes da rotagdo, para se obter o estado [¢') depois da rotagdo Z:

¥y = Z1Y)

R é chamado de "operador de rotagdo”. A relacdo (1.4) caracteriza a sua ac¢do na repre-
sentacao {|r)}:

(r|R|Y) = (2 ~"r[v) (1.5)

onde |Z~r) é o ket de base desta representacao, determinada pelas componentes do vector
A 'r

Propriedades dos Operadores R

R € um operador linear

Se:

[¢) = Ai]1) + Aalaba)

O que leva a que:

(r[R[) = M (Z 7 x[hr) 4+ Ao (Z x[iha)
= A (r|R[y1) + Aa(r|R[tp2)

Uma vez que esta relacao é verdadeira para qualquer ket da base {|r)}, deduz-se que R é
um operador linear:

R|Y) = R[M1|11) + X2|b2)] = M R|Y1) + A2 R|12)

R € unitdrio

Na equacao (1.5), o ket |¢) pode ser arbitrario. A acgao do operador R no bra (r| é, portanto,
dada por:

(r|R = (Z#"'r|
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Tomando o conjugado Hermitico da expressao acima, obtém-se:

Ri|r) = | 'r)
Sabe-se também que:

R|r) = |%r)
Destas duas relagoes acima retira-se que:
RR'|v) = R|Z ™ 'r) = |Z% 'r) = |r)

Donde se conclui que:

RR'=R'R=1

O operador R é, portanto, unitario.

Expressao dos Operadores de rotagao em termos de Observaveis de Momento Angular

Operadores de Rotacao Infinitésimais

Considere-se primeiro uma rotagdo em torno do eixo Oz, e, (de). Se o aplicarmos a uma
particula cuja estado é descrito pela funcao de onda 4 (r), sabe-se de (1.4) que a func¢do de onda
¥’ (r associada ao estado da particula depois da translacao satisfaz:

V' (r) = v[%c. (de) x] (1.6)

Mas se (x,y, z) forem as componentes de r, as de Z ' (de) r podem ser facilmente calculadas:

r + yde
R de)r = A_c_(de) r = (r — dee, x 1) y — xde
z
A equacao (1.6) pode, entdo, ser escrita na forma:
1/)/(33» Y, Z) = ¢($ + ydé, Yy—= $d67 Z)
o que conduz, em primeira ordem em de:
V' (z,y,2) = P(x,y, z) — de xﬁ 2 U(x,y, z)
Y Yy Z) = ' Ys dy yax ' Ys

Dentro dos paréntesis reconhece-se, a menos de um factor de %, a expressao na representacao
{|r)} do operador L, = XP, — Y P,. Obtém-se entdo o resultado:
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o) = ') == ] (1= 3aeL. ) o)

Agora, por defini¢do do operador R, (de) associado & rotacio He. (de):

[¥) = Re_(de) )
Logo, uma vez que o estado original |¢) é arbitrério, encontra-se, finalmente, que:
Re.(de) =1— %deLZ

O argumento precedente pode ser facilmente generalizado a uma rotacao infinitesimal em
torno de um vector unitario qualquer u. Tem-se entao, em geral:

Ry(de) =1-— %deL ‘u
Operadores de Rotagao Finitos

Agora, considere-se uma rotacio e, (€) de um angulo arbitrdrio € em torno do eixo Oz.
Sabe-se que:

R (e + de) = Fo, (), (de)
onde os operadores da direita comutam. Mas a expressdo de Ze_(€) ji foi determinada.
Logo, tem-se:

Re, (e+de) = He,(€) (1 — LdeL,)

& Bo (€ + de) — R (€) — LdeRe (€)L.

Dividindo por de dos dois lados e fazendo limg._, o, obtém-se:

. Re_ (e +de) — Ko (€) i
e S

0 que é, simplesmente:

0 que nao é mais que uma ODE; cuja solugao é dada por (uma vez que L, ndo depende de

€):

Re. (€) = emenls

Tal como acima foi feito, pode-se generalizar o resultado obtido:
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Rale) = el

A 7constante de integragao”é igual a 1, dado que se sabe que:

Feo.(0) =1

Diz-se, entao, que o gerador é o operador L

1.3.3 Introducao a Teoria de Grupos

E importante, agora, fazer-se uma pequena introducao a teoria de grupos para se poder continuar
o estudo das simetrias e leis de conservacao na Mecanica Quéantica.

Cada uma das operagoes de simetria de que se falara, como se vera adiante, forma um grupo. A
Teoria de Grupos é a ferramenta matematica para tratar invariantes e simetrias. Traz unificacao e
formalizagao de principios tais como refleccoes espaciais, ou paridade, momento angular e geometria
que sdo vastamente utilizados em Fisica. Os grupos continuos ou de Lie, contrapoem-se aos
discretos.

Definicao de Grupo

Um grupo G pode ser definido como um conjunto de objectos ou operagoes, chamados de elementos
de G, que podem ser combinados ou “multiplicados”de maneira a formarem um produto bem
definido em G, que satisfaga as seguintes quatro condigoes:

1. Se a e b sdao quaisquer dois elementos de G, entdo o produto ab é também um elemento de
G; ou (a,b) — ab mapeia G x G para G.

2. Esta multiplicacao é associativa, (ab)c = a(bc).
3. Existe o elemento unidade I em G tal que Ia = al = apara todo o elemento a em G.

4. Tem de existir um inverso ou reciproco de cada elemento a de G, designado de a~! tal que
—1 —1
aa” =a - =1.

Como um exemplo de um grupo é o conjunto da rotacoes das coordenadas no sentido inverso
dos ponteiros dos relogios:

_ [ cos(p) sin(y)
R(p) = ( —sin(p) cos(p) )

O produto de duas rotagdes R(p1)R(p2) é definido por rodar-se primeiro um angulo de ¢
e depois . Isto corresponde ao produto de duas matrizes ortogonais:

( cos(p1)  sin(pr) )( cos(¢ps) Sin(wz))

( cos(p1 + p2)  sin(p1 + p2) )
—sin(p1) cos(gr) —sin(p2) cos(p2)

—sin(p1 +@2)  cos(p1 + v2)
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usando as regras de adi¢ao trigonométricas. O produto é claramente uma rotagao represen-
tada por uma matriz ortogonal com o angulo @1 + po. O produto do grupo é o produto matricial
associativo. E comutativo ou Abbeliano, porque a ordem na qual estas rotacoes sao efectuadas nao
interessa. A inversa da rotagao de angulo ¢ é uma com angulo —¢. A unidade corresponde ao
angulo ¢ = 0. A unidade e a rotagdo com ¢ = 7 formam um subgrupo finito. Um subgrupo G’
de um grupo G consiste de elementos de G tais que o produto de quaisquer dos seus elementos
esteja outra vez no subgrupo G’, ou seja, G’ é fechado sob a multiplicacdo de G. Se g¢g’¢g~' for um
elemento de G’, para todo o g de G e ¢’ de G’, entao G’ é chamado de subgrupo invariante de G.
As matrizes ortogonais n x n formam o grupo O(n), SO(n) se os seus determinantes forem +1 (S
significa special). Se 0, = OZ-_1 para i = 1,2, entdao o produto:

—_~—

0,0, = 0,0, = 0;'07' = (0,0,)

é também uma matriz ortogonal em SO(n). A inversa é a transposta. A unidade do grupo
¢ 1,. Uma matriz real ortogonal n x n tem n(n — 1)/2 parametros independentes 2. Para n = 2,
existe apenas um parametro: um angulo, tal como se viu na matriz de rotagao.

Da mesma forma, as matrizes unitdrias n X n formam o grupo U(n) e SU(n), se os seus
determinantes forem +1. Se U;r = U;l, entao:

(U1 U,) = UTU{™" = U, 'UT ! = (U, Uy)

de forma que o produto seja unitrio e um elemento de SU(n).

Representagao Matricial - Redutivel e Irredutivel

Pode ser demonstrado (ndo o serd aqui) que os elementos de qualquer grupo finito, ou de qualquer
grupo continuo, podem ser representados por matrizes.

Para ilustrar como as representagoes matriciais surgem de uma simetria, considere-se a
equagdo de Scrodinger estaciondria (ou outra qualquer equagao aos valores proprios):

Hy = Ey) (1.7)

Assuma-se que a equagdo acima se mantém invariante sob ac¢ao de um grupo G de trans-
formacoes R 3 em G (rotagdo de coordenadas, por exemplo, para um potencial central V(r) no
Hamiltoniano H), ou seja:

Hr =RHR'=H (1.8)

2verifique-se para o caso n = 2 multiplicando uma matriz ortogonal pela sua inversa, (transposta) e para o caso

n = 3. Para n = 2 existirdo 3 constrangimentos (oﬁ1 + a%Z =1; a%l + a%Z =1; aiiaz1 + ajzazz = 0) que
limitam os quatro parametros livres; logo resulta um parametro livre . Para n = 3 existirao 6 constrangimentos o
que faz com que resultem apenas 3 parametros livres.

3R representa um elemento de G
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Agora tome-se uma solucdo de ¢ da equagao (1.7) e fagamos-lhe uma rotagao: p — Ruab.
Entao Ry tem a mesma energia E porque, multiplicando a equagdo (1.8) por R e usando (1.7),
obtém-se:

RHYy = REY

Como E comuta com R (E é um escalar), pode-se escrever:

RHY = E (RY)

A equacao (1.7)diz-nos que:

HR-RH =[H,R] =0

0 que nos permite escrever:

H(Ry) = E(Ry))

Por outras palavras, todas as solugoes rodadas Ry sao degeneradas em energia, ou formam
o que os fisicos chamas de multipleto. Assumamos que o espaco vectorial V;, das solugoes transfor-
madas por R tem uma dimensao finita n. Sejam 1, ¥, ..., ¥, os elementos de uma base. Como
R; é um membro do multipleto, podemos expandi-lo em termos da base:

Ry = Z TijPj
J

Logo, com cada elemento R em G pode-se associar uma matriz 7;;, e este mapa R — (r;;)
¢ chamado de representacao de G. Se se puder pegar em qualquer elemento de Vy, e, através de
uma rotagdo com todos os elementos R de G, se obtiver todos os outros elementos de Vy, entao
a representagao diz-se irredutivel. Se todos os elementos de Vi nao forem atingidos, entao Vi
divide-se numa soma directa de dois ou mais espagos vectoriais Vi, = V1 @ Vo @ ..., que nao sao
mapeados para eles proprios rodando os seus elementos. Neste caso a representagao é chamada de
redutivel. Pode-se entdo encontrar uma base em V,, (ou seja, existe uma matrix unitéria U) tal
que:

Iy 0
U(ry)Ul=| 0 12
para todo o R de G e todas as matizes (r;;). Aqui, r1, ro, ..., sdo matrizes de dimenséo

inferior a (r;;), que estdo alinhadas ao longo da diagonal. Pode-se dizer que que a representacio
Z foi decomposta em rq +rp + - -+, a0 mesmo tempo que Vy =Vi @ Vo @ ...

As representagoes irredutiveis desempenham um papel na teoria de grupos que é grosseiramente
analogo ao dos vectores unitarios da andlise vectorial. Sao as representagoes mais simples —todas
as outras podem ser construidas delas. Estao estritamente ligadas com os coeficientes de Clebsh-
Gordan, e os quadros de Young.
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Geradores de Grupos Continuos

Uma caracteristica dos grupos continuos, chamados de grupos de Lie, é que os parametros de um
elemento que é o produto de outros dois, sao uma funcao analitica dos parametros dos factores.
Ou seja:

g(aaﬂ) = gl(ahﬂl)gQ(anﬁQ)

Para ser grupo de Lie:

a = flo,az,B1,582)
/8 = h(a17a27513/82)

f e g fungoes analiticas.
A natureza analitica das fungoes desenvolver o conceito de gerador e reduzir o estudo de todo o
grupo ao estudo dos elementos do grupo numa vizinhanga do elemento identidade. Considere-
se o grupo SO(2), como exemplo. As matrizes de rotagdo 2 x 2, podem ser escritas na forma
exponencial, usando a identidade de Euler 4, da seguinte forma:

R:( cos(ip)  sin(y)

— - ; - __ _io2p
—sin(p) cos(i) ) = 1locosp +ioesing =e

Da forma exponencial é ébvio que a multiplicagao destas matrizes é equivalente a adigao dos
argumentos. E claro que as rotacoes perto de 1 tém um angulo pequeno ¢ = 0.

Isto sugere que se olhe para uma representagao exponencial:

R = 'S, e—0
para os elementos do grupo R em G, perto da unidade. As transformagoes Infinitésimais S
sao chamadas de geradores de G. Formam um espaco linear cuja dimensao é a ordem de G, porque

a multiplicacao de elementos de R do grupo traduz-se na adicao de geradores S.
Se R nao alterar o elemento de volume °, ou seja, det(R) = 1, verifica-se que °:

det(R) = etetr(S)
o que implica que:

tr(S) =0

ou seja, os geradores tém trago nulo.
Este é o caso dos grupos de rotagao SO(n) e dos grupos unitdrios SU(n).

4demonstrada num dos exercicios da ficha 3
5ou seja, ndo esticar nem encolher os vectores, sé os rodar ou fizer operacdes que deixem invariante o produto
interno

6relembre-se a expressdo: det(e) = etr(A)



