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Série 1
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24 de Outubro de 2002

Problema 1.1

1. Determine e Classifique os elementos do grupo de simetrias discreto do tetraedro em termos de
rotagoes em torno de eixos e reflexdes em planos de simetria.

Existem duas operagoes imediatas que deixam o tetraedro invariante: rotagao em torno de um
eixo que passa por um vértice pelo centro geométrico da face oposta Figura (1(a)) e reflexao
por um plano perpendicular a uma aresta e que intersecta uma face Figura (1(b)). Analisemos
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Figura 1: Simetria imediatas do tetraedro.

cada uma das operagoes de simetria por separado.

l.a.1. Rotagao

Como se viu da explicagéo e da Figura (1(a)), qualquer rotagio de 27” deixa o tetraedro
invariante. Numerando os vértices, obtém-se a transformagao exemplificada na Figura (2)
transformacao: Para cada vértice podem-se realizar duas rotagoes distintas 6 = 2?” e
0= %’r, inversas uma da outra. Assim sendo, podem-se realizar 2 x 4 rotacgoes distintas
deste tipo. Designemos por R; a rotagdo de 0 = %ﬂ, em analise, que deixa o vértice ¢
invariante, R? designa a mesma rotagio mas agora de 6 = %”. Assim sendo R4 designa

a rotagao descrita na Figura (2). Todos os seus elementos sao:
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Figura 2: Acgao de uma rotaciao de 5.

l.a.2. Reflexao
Como se viu da explicacdo e da Figura (1(b)), qualquer reflexdo por um plano que
passe por um vértice e seja perpendicular a uma aresta deixa o tetraedro invariante.
Numerando os vértices, obtém-se a transformacdo exemplificada na Figura (3) trans-
formacao: Pode-se realizar uma operagao destas por cada aresta do tetraedro. Como ex-
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Figura 3: Acgdo de uma rotacao de 2?”
istem 6 arestas, podem-se realizar 6 operacoes destas distintas. Designemos por E;; = Ey;
com i # j, areflexao que troca o vértice ¢ com o vértice j. Assim sendo F34 = E43 designa

a reflexdo apresentada na Figura (3). Todos os seus elementos sio:
Era, Egs, Esa, Eng, Era, Eog

E interessante compor duas rotagoes, duas reflexoes e uma reflexao com uma rotagao e analisar
que operacao resulta. Vejamos uma por uma:



1.b.1. Rotacao e Rotacao.
Uma rotagao seguida de outra rotagéo é apresentada na Figura (4) Facilmente se verifica
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Figura 4: Accgao de duas rotacoes de %’T

que (caso da Figura (4)) Ry Ry = R%. Note-se que se tivéssemos feito a segunda rotacio
no sentido contrario teriamos obtido F13Fs4, duas reflexoes.

1.b.2. Reflexao e Reflexao
Uma reflexao seguida de outra reflexao é apresentada na Figura (5). Facilmente se verifica
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Figura 5: Accdo de duas reflexdes.

que podem gerar ou uma reflexdo dupla ou uma rotagdo. A composigdo F14F34 = Ro,
resulta, como se pode ver, numa rotagdo. Duas reflexdes disjuntas sado apenas duas
reflexdes disjuntas (ndo sdo uma reflexdo ou apenas uma reflexdo ou uma combinagao
das duas).

1.b.3. Rotagao e Reflexao

Uma rotagdo seguida de uma reflexao é do tipo E14R4 e que nao é nada do que ja
definimos até agora, no entanto continua a ser uma simetria do tetraedro.

Com esta pequena familiarizacao com algumas das operagoes que deixam invariante o tetraedro
tentemos vé-las de uma outra forma.

Quando actuamos com um elemento do tipo R; no tetraedro, verificamos que o seu vértice 4
fica invariante e os outros vértices permutam de lugar. Observando a Figura (2) verificamos
que o que sucede é algo semelhante a:

1 2 3 4

31 2 4

Ou seja, R4 pode ser identificado com (4) (132) € Sy, pelo menos a sua acgao nos vértices do
tetraedro é a mesma. Analogamente podemos associar todos os R; a um (i) (j ki) € Sy, com

iFjFRFL



Quando actuamos com um elemento do tipo E;;, (i # j) no tetraedro, verificamos que os seus
vértices ij trocam de lugar. Observando a Figura (3) verificamos que o que sucede é semelhante

a:
( 1 2 3 4 )
1 2 4 3
Ou seja, E34 pode ser identificado com (1) (2) (34) € S4, pelo menos a sua acgao nos vértices
do tetraedro é a mesma. Analogamente podemos associar todos os E;; a um (k) (1) (zj), com
i#j#EkFEL
Vejamos agora o que representa agora o elemento (1234). Nao é mais do que E34R4, ou seja

uma rotacao seguida de uma reflexao. Mas nés sabemos, nesta nova notagdo, o que é E3q Ry é
simplesmente (1) (2) (34) - (4) (123) =(1234), como se verifica em Sy.

Um raciocinio semelhante podemos fazer para outros casos: RjR; = R3. Na nova notacao:
(1)(234)-(4)(123) = (2) (134), o que é verdade em Sy.

Poderiamos continuar desta forma e encontrariamos uma correspondéncia 1-para-1 entre o
nosso grupo e Sy. A demonstragao da existéncia do isomorfismo entre os dois grupos pode ser
feita construindo a tabela de produtos de cada um deles e verificando que, a associacao feita
entre os elementos dos dois grupos preserva a operacao do grupo. Outra justificacdo, menos
exaustiva, é o facto de, uma vez que cada vértice se encontra em contacto com todos os outros,
todas as combinagoes de vértices correspondem a estados possiveis do tetraedro, atingiveis por
uma operagao de simetria. Dai o isomorfismo com Sy. Ja as simetrias de um quadrado nao
apresentam essa propriedade. A titulo de visualizagdo o grupo de simetrias de um triangulo é
isomorfo a S3, e 0 de um segmento de recta a So. Escusado serd dizer que o de um ponto a S7.

Com esta correspondéncia, pode-se dizer que o grupo de simetria G do tetraedro tem os
seguintes elementos:

G ={(1)(2)(3)(4),(2)(3)(12),(1)(4)(23),(1)(2)(34),(2) (4) (13),(2) (3) (14),(1) (3) (24)
(12)(34),(13)(24),(14)(23),(4)(123),(3)(123),(2)(134),(1)(324),(2) (314),
(1)(234) (4) (213),(3) (214),(1234),(2134),(1243),(1324),(1432),(4231)}

. Calcule as suas classes de conjugacado.

Dado o isomorfismo que estabelecemos entre G e Sy, podemos utilizar todos os conhecimentos
que se tem relativamente a este tltimo.

A classe de conjugacao de um elemento h de G é, por definicao, a érbita de h sob a acgao de
conjugacao, ou seja:
n=1{ghg"'lg € G}

Convém agora relembrar um resultado importante. Suponhamos que temos a permutacgao:

E representada por um determinado ciclo. Por exemplo:

1 2 3 4
2 3 41

é representada por (1234). Posto isto o resultado importante é: Sejam o e g ciclos, entao:



onde, g tem a mesma estrutura de g tendo apenas os seus elementos permutados sequndo o.
Exemplo:

o(1)(234)c =4
entao ¢’ serd dado por:
g =(0(1)) (@(2) o(3) o(4))
Ou seja, no nosso caso os elementos de cada classe de conjugagao terdo a mesma estrutura.
Como se ird conjugar cada elementos de G por todos os outros, todos as combinagoes possiveis
de uma estrutura estao presentes em cada classe de conjugagao. Assim sendo é facil ver que as
classes de conjugacao sao:

Cs = {(4)(123),(3)(123),(2) (134),(1)(324),(2) (314),(1) (234),(4) (213),(3) (214)}

(
Cy = {(1234),(2134),(1243),(1324),(1432),(4231)}
Car = {(12)(34),(13)(24),(14) (23)}
C: = {(2)(3)(12),(1)(4) (23),(1)(2) (34),(2) (4) (13),(2) (3) (14), (1) (3) (24)}
C: = {(1)(2)(3) (4)}

. Determine o seus subgrupos.

Os subgrupos triviais sdo {(1) (2) (3) (4)} e o préprio G. Outros grupos muito simples séo:

i. Os subgrupos formados pela identidade e um dois-ciclo, do tipo:

{1)2)B) (), (k) () @5},  (G#j#k#D
E f4cil verificar que forma um subgrupo, jé que (k) (1) (¢4) é o seu préprio inverso. Como
existem 6 elementos diferentes deste tipo, existem, necessariamente, 6 subgrupos deste tipo.

ii. Os subgrupos formados pela identidade e um dois-dois-ciclo, do tipo:

{D@)B)4), @)Dy,  CFF#FEF#]D
E facil verificar que forma um subgrupo, ji que (ij) (k1) é o seu préprio inverso. Como
existem 3 elementos diferentes deste tipo, existem, necessariamente, 3 subgrupos deste tipo.

iii. Os subgrupos formados pela identidade e por um trés-ciclo e o seu inverso, do tipo:
{DER)B) @), () @jk), () (ikk)},  (i#j#Fk#])

E fécil verificar que forma um grupo porque (1) (i j k)* = (j) (i k k). Como se est4 a manter
um elemento fixo [, podem-se formar 4 subgrupos diferentes deste tipo.

iv. Os subgrupos formados pela identidade e por todos os outros elementos que deixam invari-
ante um dos vértices, do tipo:

{W2)B)A), k) (1) (15), @) ()G R),G) D) @k), @) @5k), (1) (Gik)},  (@Fj#kFD

E facil de verificar que forma um grupo jé que trata-se de S3. Uma vez que podemos fixar
4 elementos diferentes, existem 4 subgrupos distintos deste tipo.

v. Os subgrupos formados pela identidade e poténcia de um quatro-ciclo, do tipo:
(@ @)@, kD, (kD =GR G, AR = Glk)},  (#£5#k#D
E facil de verificar que forma um grupo ja que sado poténcias uns dos outros. Poder-se-ia

pensar que existiriam 6 subgrupos deste tipo, mas existem apenas 3 porque surgem sempre
dois elementos quatro-ciclo emparelhados.



vi. O subgrupo alternante, A4, constituido por todas as permutagoes pares de Sy.

vii. Os subgrupos Diédricos Dy, do tipo:
{1)@2)B)(4), k1), (k) (G, @k ), (7)) (ik), (@) (Gk), @) (k) (G1),@5) (KD},
(i#j#k#1)

Fazendo-se todas as contas, verifica-se que, deste tipo, existem 3 subgrupos distintos.

viii. Os subgrupos formados por um dois-dois-ciclos e dois dois-ciclo, do tipo:

{2 B)(4), @) G) (KD, (k) (1) (@5),(@5) (R},  G#FT#k#D

E f4cil verificar que o produto dos dois dois-ciclo é o dois-dois-ciclos, o quadrado de qualquer
um dos elementos é a identidade e o produto do dois-dois-ciclos com um dois-ciclo da o
outro dois-ciclo. Como existem 3 dois-dois-ciclos diferentes, existem 3 subgrupos deste tipo
distintos.

4. Verifique se existem subgrupos invariantes.

Para um subgrupo ser normal (invariante) tem-se de verificar a seguinte relagao:
Vge G gHg ' CH

O subgrupo que contém apenas a identidade e o préprio G sdo normais (trivialmente). Anal-
isando todos os outros verifica-se que os Unicos que sa0 normais sao:

{(D)(2)(3)(4),(12)(34),(13)(24),(14) (23)}

E o Ay jé referido atrés.

5. Verifique se o grupo € um produto directo ou semi-directo de subgrupos seus.

Sabe-se que um grupo G é o produto semi-directo de dois subgrupos H e A, denotando-se por
G=AxH,se HaG, HNA={e} e G=HA for o produto dos subgrupos H e N. Como

O G é o produto semi-directo de A4 com um qualquer subgrupo que contenha elementos com
permutacoes impares. E facil de verificar que se estd nas condigoes do enunciado.

Problema 1.2

1. Dado um subgrupo H de um grupo finito G, escolha um representante t; € Hg; de cada um dos
n coconjuntos a direita de H em G. Determine o nicleo da correspondéncia o : G — S, entre

g € G e a permutagdo:
_( Ht; Hty, --- Ht,
99 = Htyg Htag --- Hthg )’

O niicleo da correspondéncia, denominado ker(o), é o conjunto de elementos g que verificam:
Hti = Htig
Para facilitar podemos escolher ¢; = g;. Temos entao:

Vg; € Hg; AW 0" € H: h'gi=h"gig



Multiplicando & esquerda por g; 'h"~!, obtém-se:
Vg, € Hgi 300" e H: g ' (W) 'hgi=g
Como H é um subgrupo de G pode-se fazer: (h’')"1h' = h € H, logo:
Vg; € Hg; 3he H: g;'hgi=g
Assim sendo pode-se afirmar:
g€ker(o) <= 3heH: g=g; 'hg

Desta forma podem-se gerar todos os elementos de ker(o).

. Mostre que € um subgrupo.

Sejam:
-1

go = 9; higi

90 = 9; 'hag;
Serd o seu produto um elemento do ker(o)?

9096 = 9; 'h1gig; 'hag;
Mas g; e g; sdo quaisquer, logo pode-se escolher g; = g;. Logo:
9090 = 9; "hahagi

mas, como H é subgrupo de G, tem-se:

9090 = 9; "hgi

Logo gog}, obedece & equagao definidora de g, logo gogi, € ker(o), o que quer dizer que ker(o) é
um subgrupo de G.

g

. Verifique se é normal (ou em que condigoes o é.)

Tem-se:
Vg; 3h: gy = g;lhgi, go € ker(o)

1

A igualdade mantém-se se se multiplicar a esquerda e & direita por ¢'~! e ¢’, respectivamente:

Yg: 3h: g 'g0d' =g g; thaig’

Mas como (foi provado acima) ker(o) é um subgrupo, ¢'"1g; = (g:¢')”" € ker(o), pode-se
escrever:
vg// Elh . g/—lgog/ — (g//)—lhgl/

Sé que isto é o mesmo que:

Vg 3h: g 'g0g’ = (9)
De onde se conclui:
ker(c) < G



